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INTRODUCCION

La asignatura Matematicas Ill, se imparte en el tercer semestre del Colegio de Bachilleres, se organiza
de manera vertical y horizontal siguiendo la progresion de los semestres del Plan de Estudios.

La asignatura de Matematicas Il plantea que el estudiante incremente su curiosidad, intuicion, ingenio,
creatividad e impulse el trabajo autbnomo, colaborativo, apoyandose en las TIC privilegiando el software
dinamico GeoGebra, que aplique sus conocimientos de geometria y algebra en el andlisis conceptual de
lugar geomeétrico como un objeto matematico que unifica e integra tanto aspectos geométricos como
algebraicos.

Mateméticas Ill se organiza en tres cortes de evaluacion, cada uno con propdsito, contenidos,
orientaciones para el aprendizaje, ensefianza, evaluacion y fuentes de informacion:

1. Lugar geométrico: la recta.
2. Lugar geométrico: circunferencia y la parabola
3. Lugar geométrico: elipse e hipérbola

El Colegio de Bachilleres te proporciona con éste material una herramienta que te permita preparar con
éxito tus aprendizajes para que seas capaz de presentar el examen de recuperacion o acreditacion
especial de la asignatura.



Corte 1. Lugares geométricos bdasicos: la recta.

1. Sistema cartesiano de coordenadas (plano cartesiano)

El sistema de coordenadas cartesianas en el plano esta constituido por dos _ k
rectas perpendiculares que se intersectan en un punto “0” al que se le

llama “el origen”. Una de las rectas se acostumbra representarla en i | B
posicion horizontal y se le da el nombre de eje X o eje de las abscisas; a la
otra recta, vertical, se le denomina eje Y o eje de las ordenadas, y ambas 0 m
constituyen los dos ejes de coordenadas rectangulares, los cuales dividen = s ‘
al plano en cuatro partes llamadas cuadrantes. Shadente Elaante

En este sistema de coordenadas, la posicion de un punto P en el plano

gueda determinada mediante una pareja de nimeros reales (x, y) de los cuales el primero x, representa
la distancia del punto P al eje coordenado Y, en tanto que el segundo, y, representa la distancia del
punto P al eje X. Esto se representa en la forma:

R M)

L]

A la distancia de un punto al eje Y se le llama abscisa del punto, a la distancia de un punto al eje X se le
llama ordenada del punto.

Las abscisas (valores de x) son positivas en el primero y en el cuarto cuadrante, en tanto que son
negativas en el segundo y en el tercer cuadrante.

Las ordenadas (valores de y) son positivas en el primero y en el segundo cuadrante, en tanto que son
negativas en el tercero y en el cuarto cuadrante.

Las abscisas son nulas (x = 0) para todos los puntos contenidos en el gje Y.
Las ordenadas son nulas (y = 0) para todos los puntos contenidos en el eje X.

Para representar puntos de coordenadas conocidas se trazan los ejes de coordenadas y se establece una escala
adecuada sobre cada uno de ellos. Dichas escalas pueden ser iguales o distintas.

Ejemplos:

1. Las coordenadas del punto A son:




Respuesta: A (4,-2)

2. ¢Cudles son las coordenadas del punto B y en que cuadrante se encuentra?

o

Respuesta: Cuadrante Il

B (-3,0)

Ejercicios:

1. En el dibujo siguiente se sefiala con color rojo el...

a
23 O Eje de abscisas.
1

L il = O  Eje de ordenadas.
2
z O Eje vertical.

2. En el dibujo siguiente se sefiala con color rojo el...

4
3 QO Elejedeordenadas.

2

1

L L L L L L . .
LR R O O Eleje vertical.

-2

* O Las dos respuestas anteriores son correctas.
4

w

La primera coordenada de un punto...

(O Siempre se encuentra en el eje X.
O Siempre se encuentra en el eje Y.

O Ninguna de las dos respuestas anteriores es correcta.

4. Lasegunda coordenada de un punto...

O Sellama abscisa del punto.
O Sellama ordenada del punto.

O Ninguna de las dos respuestas anteriores es correcta.



5.

El origen de coordenadas es el punto...

6. s e(jgs(yartesianos o ejes de coordenadas...
O Donde se cortan los dos ejes de coordenadas

%S

iempre son perpendiculares.
Las dos respuestas anteriores son correctas.

(O Siempre son secantes y pueden ser o no perpendiculares.

O Las dos respuestas anteriores son correctas.

7. ElPunto A se encuentra situado en...
4+ 2 Elqffigan deicoordenadas.
-2
4 3
3 4
2
1
: : || : L) T : L)
4 3 2 1 1 12 3 4
e 8. El punto B se encuentra situado en...
-3
-4
O Eleje de abscisas.
O Eleje de ordenadas.
O Ninguna de las respuestas anteriores es correcta.
9. El punto C se encuentra situado en...
o
2 Re O Eleje de abscisas.
2- .
1- O Eleje de ordenadas.
1 L 1 L L 1 1
32 a | 12 3 4 O Ninguna de las respuestas anteriores es correcta.
2=
-3
4=
10. El punto P de la figura puede tener coordenadas...




21 O P (X, 1).

1== *
———t———+—— O P(1,x).
-4 3 2 -1_1__ 1 2 3 q
-+ O pP(1,1).
T
e
11. Las coordenadas del punto A son:
*®
: O A(0,3).
1 O A(3,3).
3 2 1 o 1 2 3 O A(3,0).

12.  ¢Cuales son las coordenadas del punto B y en que cuadrante se encuentra?

1 O B(-1,2).
O B(2,-1).
-2 -1 v} 1 2 O B (2' 1)

3. Lugar geométrico.
Un lugar geométrico es un conjunto de puntos que satisfacen determinadas propiedades geométricas.
Cualquier figura geométrica se puede definir como el lugar geométrico de los puntos que cumplen
ciertas propiedades si todos los puntos de dicha figura cumplen esas propiedades y todo punto que las
cumple pertenece a la figura.

Es un conjunto de puntos formados por el producto entre dos conjuntos tales que unos subconjuntos de
ellos satisfacen una propiedad y que solo estos puntos satisfacen dicha propiedad.

Estos son varios ejemplos de lugares geométricos en el plano:

La recta. Ellugar geométrico de los P que equidistan a dos puntos fijos A y B (los dos extremos de un
segmento de recta, por ejemplo) es una recta, llamada mediatriz.

Las secciones conicas pueden ser descritas mediante sus lugares geométricos:

Una circunferencia es el lugar geométrico de los puntos cuya distancia a un punto determinado, el
centro, es un valor dado (el radio).



Una elipse es el lugar geométrico de los puntos tales que la suma de su distancia a dos puntos fijos, los
focos, es una constante dada (equivalente a la longitud del semieje mayor de la elipse).

La pardbola es el lugar geométrico de los puntos cuya distancia a un foco equivale a su distancia a una
recta llamada directriz.

La hipérbola es el lugar geométrico de los puntos tales que el valor absoluto de la diferencia entre sus
distancias a dos puntos fijos, los focos, es igual a una constante (positiva), que equivale a la distancia
entre los vértices.

4. Longitud de un segmento de recta

Segmento rectilineo dirigido. La porcién de una linea recta comprendida entre dos de sus puntos se
llama segmento rectilineo o simplemente segmento. Los dos puntos se
P2 llaman extremo del segmento: Segmento 4F

Y

7 Sabemos que el Plano cartesiano se usa como un sistema de referencia
yd """ para localizar puntos en un plano. Otra de las utilidades de dominar los
conceptos sobre el Plano cartesiano radica en que, a partir de la ubicacién

R de las coordenadas de dos puntos es posible calcular la distancia entre
' ellos. Dados dos puntos (X1, y1) Yy (X2, y2) la distancia queda determinada

por la relacion:

s
Pt
L x

, — Xy

X X
2

d = (xz— %)%+ (y2—9)?

Para demostrar esta relacion se deben ubicar los puntos Pi(x1, Y1) Y P2(X2, y2) en el sistema de
coordenadas, luego formar un triangulo rectangulo de hipotenusa PP, y emplear el Teorema de
Pitagoras.

En la formula se observa que la distancia entre dos puntos es siempre un valor positivo.
El orden en el cual se restan las coordenadas de los puntos P y P, no afecta el valor de la distancia.

Ejemplos:

1. Determinar la longitud del segmento determinado por los puntos A (7,5) y B (4,1)

d=+(4-7)2+(1-5)2

d=(-3)*+ (-9

d= 9+ 16
d= /25
d =5 unidades



2.

Determinar la distancia entre la escuela y la casa, representada por los puntos P; (2.38, 4.76) y P, (11.62,
7.16)

d=y(x;— )2+ —y2)?

=

d = \.-"{:11.52 - 2.38}: + {:?.lﬁ— 4.?5]-
¥ P12(11.62,7.16)

T d=+/(9.24)2+ (2.4)2

d =+/85.3776 + 5.76

d =+91.1376

d = 9.5466

Ejercicios (se sugiere realizar las graficas):

1.

Encuentra la distancia que hay entre el punto Ay B de coordenadas (2,4) y (7,4)

Determinar la distancia que hay entre el punto P1(-1/2, 2) y P»(5/3,-3)

Calcular la longitud del segmento de linea cuyos extremos estan determinados por los puntos P4(-2, 3/2) y
P2(3,0)

Se desea colocar un anuncio espectacular en la azotea de un edificio, considerando como el origen de un
sistema de ejes coordenadas uno de los extremos de la azotea; las cuatro esquinas del espectacular son
los puntos A (2, 4), B (7, 4); C (2, 2) y D (7, 2). Para que el espectacular tenga mayor rigidez, se colocaran
soporte que vayan del punto B al punto Cy del punto A hacia el D, éQué longitud tiene cada uno de los
soportes, si cada unidad del plano esiguala 1 m?

A) 2.45m

B)3.74m

C)4.38m

D)5.39m

La longitud de un segmento rectilineo es igual a 12, si uno de sus extremos es el punto A (1,-11) y si la
ordenada del punto del otro extremo es 4, hallar su abscisa.

Comprueba mediante el concepto de distancia entre dos puntos, si el tridngulo formado por los puntos A
(1,0), B(-2,-2) y C(0,5) es o no un triangulo isésceles.

10
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10.
11.
12.

Determinar el perimetro de la figura formada por los puntos A (-6,4), B (-3,-2), C(3,-2), D (6,4) y E (0,8)
Determinar el perimetro de la figura formada por los puntos A (4,3), B (-2,3), C(-1,-5) y D (2,-3).
Comprueba analiticamente el Teorema de Pitdgoras con los puntos (0,0), (5,0) y (5,3).

Demuestra que el tridngulo cuyos vértices son A (1,1), B (5,1) y C (1,3) es un tridngulo rectangulo.
Establece el perimetro del tridngulo cuyos vértices son A (-2,-6), B (-5,8) y C (6,9).

Uno de los extremos de un segmento es el punto (5,8), el otro es (2, y) y la distancia es de 10. Determina
el valor dey.

Punto medio de un segmento de recta.

Punto medio en matematica, es el punto que se encuentra a la misma distancia de cualquiera otros dos
puntos o extremos de un segmento.

Mas generalmente punto equidistante en matemética, es el punto que se encuentra a la misma
distancia de dos elementos geométricos, ya sean puntos, segmentos, rectas, etc.

Para determinar las coordenadas del punto medio de un segmento Pm (Xm, Ym) tenemos:

x1+x3

xi‘ﬂ -

\
/

Ejemplos:

1.

Determinar las coordenadas del punto medio del segmento que tiene por extremos los puntos B (3,7) y C
(51_5)

3+5
m=T =
7+
Ym = 5 =
Pm (4,1)

Un segmento de recta esta determinado por los puntos A y B; el punto medio de dicho segmento tiene
coordenadas (-1/2, 1/2) y el punto A (3,2). Determinar las coordenadas del punto B.

T = —1/2 Ym =2 =172
3+ %= (—2)(2) 2+ y, = (2)(2)
x3=—1—3_ }-‘3=l—2_

X, =—4 vy =—1

11



Ejercicios (se sugiere realizar las graficas):

9.

El punto A estd en (-6,8) y el punto B en (6,-7). ¢Cudl es el punto medio del segmento de recta AB?
tiene coordenadas (5,8) y el punto Py (-1,3). Determinar las

El punto medio del segmento FyP.
coordenadas del punto Fs.

El punto medio del segmento AE tiene coordenadas (7,3) y el punto A(9,12). Determinar las coordenadas
del punto B

Liam y John desean encontrarse justo a la mitad de of
donde viven y sitlan sus casas en un mapa quedando O ==
las coordenadas como se observa en la figura. ¢éDénde st
deben encontrarse? Ml

Determinar las coordenadas del punto medio de un
segmento determinado por los puntos (-5, %) y (3,
8/3)

Demuestra que las diagonales del paralelogramo cuyos vértices son los puntos A (-2,-2), B (3,-2), C(5,1) y
D (0,1) se cortan en su punto medio.

Demuestra que las diagonales del paralelogramo cuyos vértices son los puntos A (2,4), B (-3,4),C(-1,1)y D
(4,1) se cortan en su punto medio.

Comprueba que el punto (-1,-2) es el centro de la circunferencia que pasa por los puntos (4,-2), (-5,1) y
(2,2)

Comprueba que el punto (2,4) es el centro de la circunferencia que pasa por los puntos (5,4), (2,7) y (-1,4)

10. Calcular la longitud de cada una de las medianas del tridngulo cuyas coordenadas son (3,2), (1,-4) y (-5,0).
11. Calcular la longitud de cada una de las medianas del tridngulo cuyas coordenadas son (1,3), (0,4) y (-1,1).
12. Calcular el 4rea de un triangulo isdsceles cuyos vértices son (5,1), (5,-3) y (2.-1).

6.

Pendiente de una recta.

En geometria analitica, el de angulo de inclinacién (o) se emplea junto con el concepto de la pendiente
de una recta (m).

tan a=m

a=arc tan m

Algunas consideraciones importantes son:

A.
B.

La pendiente de toda recta paralela al eje x es 0.

Una recta que forma un &ngulo entre 0° y 90° tiene pendiente positiva:

0% < a < 90°

Una recta paralela al eje y no tiene pendiente.

Si la recta forma un &ngulo obtuso con el eje de las x, la pendiente es negativa.

12



Formula de la pendiente de la recta que pasa por dos puntos, A{xy, ¥, ) v Blxs, v5).

Y2—¥
Xo—Xy

m=tana =

CON X, ¥ Xz
Si multiplicamos el numerador y el denominador por -1 tenemos:

Yo=Y _ —Vat V1 V12
Xo—Xxy —Xx+ xy xy— X,

m =

Yem=¥ M=V
Xa—Xy3 Xy— X2

m =

Asi aceptamos que al aplicar la relacion para obtener la pendiente no importa cuél punto designamos
como (X1, y1) Y cual como (X2, y2).

El valor de la pendiente siempre es un nimero racional.

Ejemplos:

1. Determinar la pendiente de la recta que pasa por los puntos (2, 3) y (4, 7). Traza la grafica.

¥a—¥1 3-7 —4
m= = m= =—=2

Xp—Xy 2—4 =2

3| -

13 5 | # B £ a0 ] 3 3 5 [ ' B 5 T -

2. Traza por el punto (-2, -4) una recta cuya pendiente sea —;.
Sustituyendo en:

Nz~
X=Xy

m =

4 + 2X1 = ‘12 3
2.4
—16 L 4+
Xl = - 5
-5
X1 =-8

Ejercicios:

1. La inclinacion de la recta es de 52°. ¢ Cudl es su pendiente?

13



2. La pendiente de una recta es .3476. ¢ Cual es su inclinacién?

3. La pendiente de una recta es -1.804 ¢ Cual es su inclinacién?
3 .
4. Aplicando el concepto de pendiente, demuestra que los puntos (— = 8), (—1,5), (1, -7) son o no colineales.

5. Calcula la pendiente de la recta que une los puntos (-2, 3) (2, 4).
6. Encuentra la pendiente de las siguientes inclinaciones:
a) a=23° b) a=180° c)a=175° d)a=18°
7. Determina si los puntos son colineales:
A (-4, -5) B (0.-3) C(8,1)
8. Dadas las pendientes, determina los dangulos de inclinacion:
a) a=-2 b)a=-1/3 cJa=1 dya=1/2
9. Calcula la pendiente de la recta que une los puntos (-1/2, 2) (4, 6).

10. Traza por el punto (-3, -2) una recta cuya pendiente sea 2.

11. Traza por el punto (3, -2) una recta cuya pendiente sea —%.

12. Calcula la pendiente de la recta que une los puntos (-2,3) (3, -5).

/. Rectas paralelas y perpendiculares.

Dos rectas son paralelas, si no se intersectan, es decir, si no se cortan en algun punto.

Si dos rectas tienen la misma pendiente, son paralelas. Aunque la tangente del angulo sea
+wo 0 — oo, |las rectas perpendiculares al eje x son paralelas entre si.

my = M,
Dos rectas son perpendiculares si se cortan en angulos rectos.

Dos rectas son perpendiculares si la pendiente de una recta es la reciproca negativa de la pendiente de
la otra.

1
my = —— entonces mym; = —1

Mo
Ejemplos:
1. Determina sila recta que pasa por los puntos (6, 0), (0, 4) y la que pasa por (0, 2), (3, 0) son paralelas.

Resolucion:

Ya—M¥
Xz2— Xy

m =

Sustituimos:
14



Pendiente m de la recta que pasa por (6, 0), (0, 4):
0—4 2

m=-—- -=

6—0 3

Pendiente m de la recta que pasa por (0, 2), (3, 0):

J

-

o . . .
m = = -3 Sol: Son paralelas porque sus pendientes son iguales.

2. Demuestra que la recta que pasa los puntos (2, 5), (-3, -2) es perpendicular a la recta que pasa por los
B
puntos (4, -1) con (— - 3)

Yz2—M3N
Xz — Xy

5—(-2) 5+2 7

m =

M™M=5"1372+3 5
3I—(-1) 3+1 4 -5
My = = = S
=T -8 -8 —-8—20 7
-4 T-® —
1
my= ——
My
Sustituimos:
-5 1
77
5
7 = —3 Sol: Son perpendiculares porque sus pendientes cumplen la condicidn.
Ejercicios:

1. Comprobar si la recta que une a los puntos A (1,-3) y B (5,0) y la recta que une a C (-3,0) y D (1,3) son rectas
paralelas.

2. Empleando el concepto de pendiente, determine que los puntos A (-2,-2), B (3,-2), C(5,1) y D (0,1) son los
vértices de un paralelogramo.

3. Empleando el concepto de pendiente, determine que los puntos A (1,1), B (5,1) y C (1,3) son los vértices de un
triangulo rectangulo.

4. Las pendientes de cuatro segmentos de recta respectivamente son:

2 4 5 10 . , . ,
mp=_,My=_",M3=7Vmy=_. Determinar qué par de rectas son perpendiculares entre si.

A)miym;

B) myy ms

C)maymy

D)msy my
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5. Una recta pasa por los puntos (3,3) y (-6,-3), otra recta pasa por los puntos (2,-8) y (-6,4). Determine por medio
de sus pendientes si son paralelas, perpendiculares u oblicuas.

6. Una recta pasa por los puntos (-3,14) y (1,-2), otra recta pasa por los puntos (0,-3) y (-2,5). Determine por
medio de sus pendientes si son paralelas, perpendiculares u oblicuas.

7. Una recta pasa por los puntos (4,-3) y (-8,0), otra recta pasa por los puntos (-1,-1) y (-2,6). Determine por medio
de sus pendientes si son paralelas, perpendiculares u oblicuas.

8. Demuestra que la recta que pasa por los puntos A (-2,-1) y B (1,5) es paralela a otra recta que pasa por los
puntos C(-1,4) y D (1,8).

9. Demuestra que la recta que pasa por los puntos A (1,1) y B (2,0) es perpendicular a otra recta que pasa por los
puntos C (-1,1) y D (-2,0).

10. ¢Qué pendientes de la siguiente tabla pertenecen a rectas perpendiculares?

& t; t; €y
3 3 4 8
4 4 3 6

11. En la siguiente tabla se presentan las pendientes de cuatro lineas rectas, determina que rectas son paralelas
entre si.

[ £; L €y [
o | e | 1 2z |
2 3 (5]

12. Un arquitecto debe construir una valla que une a los puntos A (3,7), B (4,-4), C (-5,-1) y D (-3,5). Responda:
éAlguno de los segmentos que conforman la valla son paralelos o perpendiculares?

8. Formas de la Ecuacion de la recta: ordinaria y general

- Laforma ordinaria de la ecuacion de la linea recta es: y=mx+b
Donde m es la pendiente y b la ordenada al origen.

- Laforma general de la ecuacion de la linea recta es: Ax+By+C=0

9. Ecuacion de la recta dada la pendiente y un punto (Ecuacion punto-pendiente de la recta)

Para determinar la Ecuacion punto-pendiente de la linea recta se tiene el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1. Determinar la Ecuacion de la recta en su forma general.
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Supongamos que una recta pasa por el punto A(xs, y1), cuyas coordenadas sean (2, -4) y la pendiente ;; gueremos

determinar la ecuacién de la recta que reune estas dos condiciones y trazar la grafica.
Si sustituimos en la relacion “pendiente de una recta”

Ya2—W
Xz—Xy

m =

Por propiedad simétrica de la igualdad, queda:

Yz2—M
Xz—0N

=m

Graficamente: :

Sustituyendo los valores de A (2, -4): {JNRRETRRRE TRATY ERRRE NS TRRRE TNRE TRRY
vy —(—4) _ E g o
1 —(2) 3 o7
-3 ,);\
g
-4 (2' —4)

Desarrollamos:

y+a=>(x—2)

2x 4
+4= =—=
y 3 3

3y+12=2x-4
3y—2x+12+4=0
Multiplicamos por -1 ambos miembros y simplificamos:

2x-3y—-16=0 Ecuacidon general de la linea recta

Generalizando para una recta que pasa por el punto A (x1, y1) y con pendiente m, queda:

Ya—M¥
Xz—W

=m

Luego despejamos y obtenemos:

Y—VYi=m (x—x;1) Ecuacidn punto-pendiente de la linea recta.

Ejemplo 2:

Determina en su forma ordinaria la ecuacion de la recta que pasa por el punto (-1, 3) cuya pendiente es -—. Traza

la grafica.

Resolucion:
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Sustituimos en:
y—Yy1=m (x—x1)

y-(3)=—3x = (-1)]

x 1
y-3=—2—3
&£
y=—7-—-+ 3
x 5 .. . . ,
y=—=+- Ecuacion ordinaria de la linea recta.

10. Ecuacion de la recta dados dos puntos (Ecuacion punto-punto de la recta)

Para obtener la Ecuacion punto-punto de la linea recta se tiene el siguiente ejemplo:
Ejemplo 1:
Determina la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (-1, 4) y (-3, 5). Traza la grafica.

Para resolver este problema, calculamos la pendiente m

de la recta que pasa por los dos puntos, y a :
continuacién, usando cualquiera de los dos puntos, \\
obtenemos la ecuacién de la recta aplicando la relacion \ il
punto-pendiente. 3
4',.? y 1-1‘;1

T P\;‘\\
Resolucién: o0
Sustituimos en: it

Ya—M¥ —

m = P ? ;

Xa—Xy

_4-(5)  4-5 1
=T (3" —1+3 2

Sustituimos en:
y—yi=m (x—xi)

. . . 1
Como podemos emplear cualquiera de los dos puntos, utilizaremos (-1, 4) y la pendiente — -

y-(@)=— k- (-D]=-=

b3 | =

2y—8=-x-1
X+2y—-8+1=0

X+2y—7=0 Ecuacidn general de la linea recta



Generalmente, para una recta que pasa por los puntos A (x1, y1) y B (x2, y2), y recordando que la pendiente de la
recta que pasa por los puntos citados es:

Ya—M¥
Xz2— Xy

m =

Sustituimos el valor de m en la relacién de punto-pendiente:
y—yi=m (Xx—xi)

Asi obtenemos: La relacién para obtener la ecuacidn de la recta que pasa por dos puntos.

¥z —o

Lg—Xy

Yy—VY1= {x —x,) Ecuacién punto-punto de la linea recta

Ejemplo 2:
Determinar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (-1, 4) y (-3, 5).
Resolucidn:

Sustituimos en:

Mo —¥

B2 (x —x,)

Y—=V1=

E—(4)

y- () = e = (-]

5-4
y—4 =—_3+1{_x +1)

y-4=2(x+1)

y-4=-
2y-8=x-1
X+2y-8+1=0

X+2y-7=0

Ejercicios:
. L, . 1
1. Determina la ecuacién de la recta de pendiente m = — =y que pasa por el punto (-2, 5)

2. Determina la ecuacién de la recta que pasa por el punto (1, 2) y tiene inclinacién 71°33'54.18”
3. Encuentra la ecuacién de la recta que equidista de los puntos (8, 0) (1, 3)

4. ¢Qué condicion deben cumplir A, By C para que la ecuacion Ax + By + C = 0 sea una recta?
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5. Cudl es la grafica que corresponde a la recta de la ecuacidon -5x —y + 4 = 0?

A) “ B) 7 C) | D)

6. Observa la siguiente grafica y determine la ecuaciéon ordinaria que le

A)y=2x-6
B)y=2x+6
Cy=-2x+6
D)y=-2x-6

7. Encuentra los valores A, B, C de la recta Ax + By + C = 0 que pasa por el punto (2, 3) y su pendiente es m =

Sustituye en la ecuacién el punto pendiente.

8. Usando la ecuacion punto pendiente encuentra la inclinacion de la recta 2x —y + 1 = 0. Encuentra ademds el

punto donde interseca al eje x.

. L, . . 1
9. Determina la ecuacion de la recta que pasa por (0, 1) y tiene pendiente m =3

10. Determina la ecuacion de la recta que pasa por el origen y tiene pendiente m =0

. 1 .
11. Transforma la ecuacion x + = ¥ — 3 = 0 a la forma punto pendiente.

12. Determina la ecuacion de la recta que pasa por (-1, 4) (2. 3).

Ejercicios de reforzamiento.

1. Los puntos A (-3,8) y B (5,-2) son extremos de un segmento.
a) Calcula el punto medio

corresponde.

2
b) Determina las coordenadas del punto P que divide al segmento en una razéonde r = g

c) Traza la grafica, localiza los puntos obtenidos en a) y b)

ra | =

2. Traza el tridngulo cuyos vértices son los puntos: A (2,1) B (5,2) C (-2,1). Determina el perimetro. Calcula la

magnitud del angulo A
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5
3. Unarecta pasa por el punto Q (-5,4) y tiene pendiente m = >

a) Determina la ecuacidn de ésta recta, en su forma general

b) Escribe la ecuacién de la recta anterior en su forma ordinaria

c) Transforma la ecuacién a su forma simétrica.

d) Traza la grafica.

e) Obtén la ecuacion de la recta que pasa por el punto P (2,3) y es paralela a la anterior. Traza la gréfica.

f) Obtén la ecuacidon de la recta que pasa por el punto P (3,2) y es perpendicular a la obtenida en el).
Traza la gréfica
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Corte 2. La circunferencia y la parabola

1. Secciones cdnicas

“Cortes en el cono”

1. Cortes a un cono que dan lugar a las curvas cénicas

v

mmadnman, ]

2. El corte para una circunferencia se indica en la figura siguiente

3. El corte para una elipse se indica en la figura siguiente

(\
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4. El corte para una parabola se indica en la figura siguiente

5. El corte para una hipérbola se indica en la figura siguiente

\1 A
B |

Es el conjunto de todos los puntos en un plano que estan a la misma distancia de referencia llamado
centro (c).

[ ] ° [ ] ° ’——5\
° . ® b /, \\
° ° /4 \
c d C ] C \
° 0&E—> o ° ° ° I ° ’I
\
d ° ® \\ ,l
[ ] [ ] ® [ ] ’
° o L, ° \\~__,/

El circulo es el area limitada por la circunferencia.

Circulo

i Circunferencia
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Entonces la circunferencia tiene unidades de longitud y el circulo tiene unidades de superficie.

PUNTOS Y LINEAS IMPORTANTES.

Radio (r):
Es el segmento de recta que une el centro con un
punto de la circunferencia.

Cuerda (AB):
Es la recta que une dos puntos de la A B
circunferencia

Diametro (D):
Es la cuerda que pasa por el centro su longitud
es dos veces el radio.

D=2r

Tangente:
Es la reta que toca en un punto a la
Circunferencia. A ese punto se le llama: punto de
tangencia

Secante:
Es la recta que corta en dos puntos a la
Circunferencia

Una circunferencia esta definida conociendo la ubicacion del centro y la longitud del radio

ECUACIONES DE LA CIRCUNFERENCIA

El centro esta ubicado en el origen del plano. Podemos trazar infinidad de circunferencias, las
cuales se diferencian por la longitud de sus radios.

C(h,k)

arN
& > X

24




Ecuacién ordinaria de una circunferencia con centro en el origen y radio r

Ecuacion ordinaria de la circunferencia con centro fuera del origen C (h, k)

(x— h)* +(y—B)* =7

Ecuacion General de la circunferencia
Si en la ecuacion de la forma

(x= W) +(y —k)? =1

Se desarrollan los binomios y se reducen términos semejantes, llegamos a la ecuacién que toma la
forma

X*+y*+DX+EY+F=0
Doénde: D, E y F son constantes, los coeficientes de x2 'y y2 son uno.
A la forma anterior de la ecuacion se le llama forma general de la ecuacién de la circunferencia.

Ejemplos:

En cada uno de los siguientes ejemplos, encuentra la ecuacién ordinaria de la circunferencia. Traza su grafico.

1) centroen el origenyr=1 2) centro en el origeny r=4
Y Y
Xyt =r? iyt =42
xtyt=1 xP+y?i=16

. (.
N N
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3) centroeelorigenyr=2/3
Y

3]

P 4yt=

[E-Y RSy (ICTS)

R=2/3 wtyt=

N
N

4) centro en el origeny r=10

Y

x% 4y =107

x% +y* =100

/ =
\

5) centroen el origenyr=1/4
Y

- 2 =
Relja | Y=g

-
N

6) centro en el origeny r=5

Y

Py =5

X +y?=25

/ RS
N

Ejercicios.

A partir de la ecuacion ordinaria traza el grafico de las siguientes circunferencias.

1) .'X': _I_};,.: — 3:
\Ii'u

v

2) x:‘I‘}?::S:

YJ\
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3) x*+y* =49

v
>

4) v:‘:.f:—|—_1_.r:=ﬂi

5) x*+y*—100=10

Y4

6) x*+y*+81=0

YJ\

v

Encuentra la ecuacidn ordinaria de la circunferencia, traza su grafico.

1) Centro en el origeny r=2

2) Centro en el origeny r=1/3

3) Centroen el origenyr=11

4) Centroen el origeny r=4/9

5) Centroen el origenyr=1/2

6) Centro en el origen r=1/16

Ejemplos:

En cada caso encuentra la ecuacién ordinaria y general de la circunferencia dada las condiciones trazar su grafico.
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1) centroenel punto(2,3)yr=1

De la forma
(x—h)y*+(y—k)y*=1r°
Sustituimos y desarrollamos

Forma ordinaria:

(x-2)2+(y—3)?=12

x*—4x+4+y —6y+9—-1=0

Forma general:

x2+yi—4dx—6y+12=0

2) centroen el punto (-1,-2) y r=3

De la forma
(x—h)y*+ (y—k)*=1r?
Sustituimos y desarrollamos

(r= (-D) + (= (-2))* = 32

(x+1)2+(y+2)2=3°

Forma ordinaria.

x*+2x+1+y*+4y+4—-9=0

24+ yi+2x+2y—4=0

Centro (2,3)
r=1

—1 Centro (-1,-2)
r=3

Ejercicios.

En cada uno de los siguientes ejercicios, encuentra la ecuacién ordinaria y general, asi como traza su grafico.

1) Centroen (4,-1)yr=2

2) Centroen(3,1)yr=4

3) Centroen(-2,-3)yr=2

4) Los puntos, A (4,7 y B (10,3)
corresponden a los extremos de uno de
sus diametros.
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Identifica el centro y el radio de las siguientes circunferencias

1) x*+y*=64 2) x*+yi=1
Centro: Centro:
Radio: Radio:
3) x*4+y*—4=0 4) (x+2)*+(y—3)* =8°
Centro:
Centro:
Radio:
Radio:
5 (x—4)*+(y+3)" =100 6) (x+ 1)+ (y+2) =10
Centro: Centro:
Radio: Radio:
7) (x—4)P+(y-1)?=1 8) b(x—5)*+(y—3)"=7
Centro: Centro:
Radio: Radio:
Ejercicios

1.- Determina la ecuacién de la circunferencia de didametro el segmento formado por los puntos A(—4,7) y
B(6,—1)

2.- Determina la ecuacién de la circunferencia de centro en el punto C(1, —3) y que pasa por el punto (4; 3)

3.-Obten la ecuacién de la circunferencia con centro en el punto {—4,2) y didmetro 8 unidades

4.- Una circunferencia tiene su centro en el eje de X y pasa por los puntos (—1,5) y (2,3)

5.-El centro de una circunferencia esta en el eje de las Y y pasa por el punto (0,—2) y (3,—6) Encuentra su
ecuacion

6.- Una circunferencia tiene su centro en (0,—2) y es tangente a larecta 5x — 12y + 2 = 0 Cual essu
ecuacion

7.- Cual es la ecuacion de la circunferencia con centro en (4,—3) y que es tangente a la recta
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3x+4y—10=0

8.- El radio de la circunferencia es 4 y su centro estd en las intersecciones de lasrectas x + 3y —7 =0 y
2x+5y—12=10

9. El didmetro de una circunferencia es el segmento de recta definido por los puntos: A(—8,—2) v B(4,6)
Obtener la ecuacidn de dicha circunferencia

10. Determina la ecuacién de la circunferencia cuyo centro es el punto de interseccidn de las rectas
4x—3yv—6=0, 3x+ v +13 =0,ademasestangentealarecta5x + 12y — 106 =0

11. Una circunferencia pasa por el punto (1,—6) y su centro estd en la interseccién de las rectas
dx—7y+10=0y 7x+ 3y —-13=0

12.Comprobar que la recta 2 ¥ + x = 10 es tangente a la circunferencia x* + _'!J: —2x—4v =20y
determinar el punto de tangencia.

13.-Circunferencia de centro C (-3, 4] yradio 5. Comprueba que pasa por el origen de coordenadas

14.- Hallar la ecuacién de la circunferencia de centro C(2, 3) y tangente a la rectas
4x — 3y + 6 =0

15.- Halla la ecuacién de la circunferencia tangente a la recta 4x + 3y — 25 = 0y cuyo centro es el punto
de intersecciondelasrectas3x — v — 7 = 0y 2x + 3y — 1 = 0.

A partir de la ecuacion general de la circunferencia.
X*+Y*+DX4+EY+F=0

Podemos conocer la longitud del radio de la siguiente forma:

1 —
r=_VD?+E*—4F

Y las coordenadas del centro estan dadas por:

D E
(59
2" 2
Eso es
h=—2
k=—2

Si el termino D* + E* — 4F = 0, la ecuacion representa un punto.

Si, el termino D* + E? — 4F = 0, la circunferencia no es real.
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Ejemplo 1

A partir de la ecuacidon general de la circunferencia
x4+ yvi—4d4x+6v—12=0

Determina:

a) lalongitud del radio
b)
c) las coordenadas del centro

solucidn:

a) r=-\D2+ EZ—4F

l f = p
r= E\." (—4)' +6° — 4(—12:]

r =216+ 36 + 48

r=-y100 —> r=5

C(2,-3)

EJEMPLO 2

a partir de la ecuacién general de la circunferencia

x*+y*—12x+8y+47=0

Determina:
a. la longitud el radio
b. las coordenadas del centro
c. el area del circulo
d. la representacion grafica

solucidn:

a. 7= 2[(-12)* ¥ (8)> — (47
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r=1y20=2(45) > r=2.25

5
k= ——=—4
2
C(61_4)
b) = A=Tr?=1(2225)2 A=15.9m?
C) Y4_
1 o
e
2 1
-1 c(6,-9)
i r=2.25

EJERCICIOS

1.- Determina el centro y el radio de la siguiente circunferencia x> + v* + 2x +2y—2=0

2.- Determina el centro y el radio de las siguiente circunferencia x* + v — 6x + 8y + 20 =0

3.- Encontrar el centro y el radio de la circunferencia cuya ecuacién es x* + yv* — 4x + 2y + 14 =10

4.- Encontrar el centro y el radio de la circunferencia cuya ecuacién es x> + ¥y — 8y + 7= 0

5.- Encontrar el centro 'y el radio de la circunferencia cuya ecuacion
9x* + 9y* — 12x + 36 v — 104 = 0 Trazar la circunferencia

es:

6.- Encontrar el centro y el radio de la circunferencia dada por la ecuacion:

4x°+4yv* +4x+4y—2=0

7.- Encontrar el centro y el radio de la circunferencia cuya ecuacién es 2x° + 2y* + 10x — 6y +3 =0
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3. PARABOLA.

Es el lugar geométrico de todos los puntos de un plano que equidistan de una recta fija, llamada
directriz y de un punto fijo llamado foco.

La pardbola es una figura conica porque se puede obtener haciendo cortes en un cono circular recto
doble con un plano.

Elementos de una parabola:

|

|

I
Bl
ol
n

D

P ——P

EF Eje focal. Recta que divide a la parabola en dos curvas iguales.
D Directriz, Recta perpendicular al eje focal.
Foco. Punto fijo en el gje focal.

\% Vértice. Punto que corta al eje focal.

LR Lado recto. Es el segmento que indica el ancho de La parabola, es perpendicular al eje focal,
mide cuatro veces La distancia del vértice al foco.

P Distancia del vértice al foco y del vértice a la directriz.

P Un punto cualquiera de la parabola (x, y).

Parabola con vértice en el origen.

Dada una parabola con vértice en el origen, foco F(p, 0) donde p es la distancia del vértice al foco y la

directriz es x = — p. Y con un punto P(x,y) que la condicion sea que la distancia sea la misma al
foco y a la directriz es decir:
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|
I
3
S

Al aplicar la formula de la distancia entre dos puntos d = +/(x, —x,)* + (¥, + ¥,)? vy la distancia de

un punto a una recta

d= —iji"’;, se obtiene la distancia del punto P al foco y a la directriz.

La distancia de P al foco es:

PF = /(x—p)* + ¥°

La distancia de P alarecta x + p =0

—_ Uzl +oiylep

PP= s  *tP

Se igualan las distancias:

JE—p)P+yi=x+p

Se eleva al cuadrado ambos miembros, desarrollando los binomios elevados al cuadrado:

(V&E-p)?+y?) = (x+p)°
x* —2px+p°+ y*= x4+ 2px+ p°

Igualando a cero y simplificando:

x*—2px+ p*+ ¥y — x*—2px— p*=0

yv:—4px=10
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Ecuacion de la pardbola con vértice en el origen. Eje focal horizontal en el eje de las x. abre hacia la

derecha. Su forma es canénica. y* = 4px

En forma semejante, se puede demostrarlas ecuaciones siguientes:

Ecuacion de la parabola en su forma candnica con

1l

P p

Ecuacion de la parabola en su forma candnica con
vértice en el origen, eje focal sobre el eje “y” y abre
hacia arriba.

2

X~ =4py

Ecuacion de la parabola en su forma candnica con

vértice en el origen, eje focal sobre el eje "y” y abre
hacia abajo.

D vértice en el origen, eje focal sobre el eje “x” y abre hacia
. la izquierda.

2

y*= —4p
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Ejemplos:

1.- Encontrar los elementos de la parabola de ecuacién y= = 8x

Longitud delladorecto = 4p=4x2=18

Ecuacion de la directriz = —2
4p =8 Coordenadas
_ B
p= F(2,0)
p=2 V(0,0)

Coordenadas de los extremos del lado recto  (2,4) (2,—4)

2.- Encontrar las coordenadas del foco, del vértice la de los extremos del lado recto. El lado p y la ecuacién de la

directriz, de la pardbola con ecuacion 3w — 12y = 0, grafica.

-

X =4y 4p=4 porlotanto p=1

R IO O Y (S (P 1 |
| R T L

Ecuacion de la dsirectriz vy = —1

Coodenadas F(0.1) V(0,0)

coordenadas de los extremos del lado recto LR (—2,1)(2,1)

3.- Obtener la ecuacidn de la pardbola con vértice en el origen, cuya ecuacion de la directriz es

x = 3, grafica.
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coordenadas del foco F(—3, 0) del vertice V(0,0) LR(—3,6) (—3,—6)

longitud del lado recto = 12 Ecuacién y*= —12x
y
L I Dx=3
e =
i
199 1 _FK-3,0) Vv, Lt ox
| P | I I LI | | L GO T G R Y
o T

4.- Obtener la ecuacion de la parabola de vértice en el origen que pasa por el punto (2,3) y su eje coincide con

el ejevy.

El eje coincide con el eje y, por lo tanto La parabola es vertical, pasa por el punto (2,3}, entonces cumple con La

ecuacion x = = 4py.

Se sustituye el punto para obtener el valor de p:

x° = 4dpx
(2)* = 4p(3)
4=12p
1
P™3

[ ]

wl | b
=
[ 5]
=

EJERCI
ClOsS:
Deter
mina

las coordenadas del foco, del lado recto, la ecuacién de la directriz, la ecuacion del eje focal y gréfica. De cada una

de las siguientes parabolas, con vértice en el origen.
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Encontrar la ecuacién de la parabola con vértice en el origen con los datos siguientes:

Foco en el punto (0,6)

Foco en el punto (—5,0)

1
Foco en el punto (— > 0)

7
Foco en el punto (0, g]

Ecuacion de la directriz 2y —5=0

Ecuacion de la directriz 2x — 3 =10

Ecuacion de la directriz v+ 2=10

Ecuacion de la directriz 2y—5=10

4
Foco en el punto (E . IZI) y diorectriz

3x +4 =10

1
Foco en el punto (IJ, E)F directriz

4v+1=0

Su eje coincide con el eje "x" vy pasa

el por el punto (—2,0)

Su eje cloincide con el eje "y" y pasa porel

punto (—2,—1)

Parabola con vértice en (h,k).

Ahora estudiaremos a la pardbola con vértice fuera del origen, en cualquier punto (h, k) en el plano y su

eje focal es paralelo a uno de los ejes coordenados.

Para deducir las ecuaciones se procede con el tema referente a la traslacion de los ejes coordenados,

es decir:

Con las ecuaciones de la parabola con vértice en el origen.

},z = 4px

x% = 1py
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Las ecuaciones estan referidas a un sistema x' o' y'; se tiene:
y? = 4px’ x% = 4py’
En el tema de traslacidén de ejes coordenados se establecié:
v =v—k x'=x—h
(y—k)*= 4p(x—h) (x—h)’=4p(y—k)
Ecuaciones de la pardbola en su forma reducida o en su forma ordinaria.

En donde:

Ecuacion de la parabola con vértice en (h, k), abre a la derecha y el eje focal es paralelo al eje x.

(v —k)* =4p(x—h)

y

Ecuacioén de la parabola con vértice en (h, k), abre a la izquierda y el eje focal es paralelo al

eje x.

(v—k)*> = —4p(x—h)

Ecuacion de la parabola con vértice en (h, k), abre hacia arriba y el eje focal es paralelo al eje y

y

i L L

m
2

LR L
L

o |

D G I | | 2 | ll/ I e [ [ R IS0 (A B
L
< 1|

| EEY B VPl
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(x—h)*=4p(y - k)
Ecuacion de la parabola con vértice en (h, k), abre hacia abajo y el eje focal es paralelo al eje y

(x—h)?= —4p(y— k)

i <

D T
i
Vi
Lo
e |f’l—|\+<| -
L/ | F \ R

Sl

EJEMPLOS:

1.- Dada la ecuacién de la pardbola (¥ — 3)2 =12(x+ 4), determina las coordenadas del vértice y del foco,
la ecuacidn de la directriz y traza la grafica correspondiente.

E=3 coordenadas del vertice V(—4,3)
h= —4
Como habre ala derecha las cordenadas del focoson F=(-1,3)
4p =12
12 .. . .
p= Ecuacion de la directriz x= -7
p=3
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2.- Encontrar la ecuacién de la parabola en su forma ordinaria, si la ecuacion de la directrizes ¥ = 1y las
coordenadas del foco son: f(4,—3)

Graficando los datos tenemos: ~ Coordenadas del vertice V(4,—1)
p=2 porlo que 4p=28

Por lo tanto la ecuacién de la parabola es: (x —4) % = 8(y + 1)

111«

3.- Determina la ecuacién de la pardbola en su forma reducida, cuyo vértice es ¥{3,—1) y su foco es
F(3,—5), gréfica.

Graficando los datos se obtienen p = 4

la ecuacion de la directrizes y=3
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La ecuacion de la pardbolaes  (x —3)* = —16(y+ 1)

L L

EJERCICIOS:

Encontrar la ecuacién de la parabola en su forma reducida u ordinaria, con los siguientes datos. Grafica.

V(—9.7) v F(—2.7)

V(4,—5) v F(4,9)

F(4,10) vy ecuacién de la directriz
v= —2

F(—8,9) y la ecuacion de la directriz
y=3

F(— 7,3) v ecuacidén de la directriz
yv= 8

F(9,—7) v la ecuacién de la directriz
x=4

V =(2,—-8) y F(8,-8)

V(4.2) y F(—5,2)

V(5,—13) v la ecuacion de la directriz
v==06

V(—1,0)v la ecuacion de la directriz
v=25

Lado recto =16. V(—2,—3)y abre
hacia abajo.

V(3,2) v coordenadas del lado recto

V(—3,5),su lado recto = 24 y su eje

es paralele al eje"y

F(—8,5) v ecuacidén de la directriz
y=20

F(9,—7) y ecuacion de la directriz
v= 4

V(9,4) y ecuacion de la directriz
vy= —8




Dada la ecuacion de la parabola en su forma reducida obtener las coordenadas del foco y del
vértice

(y—2)° =16x (x—3)* =12y

(y—2)* = —16(x —2) (X +2)* = —16(y + 3)

Ecuacion general de la parabola.

La ecuacion general de la parabola se obtiene desarrollando las ecuaciones ordinarias o
reducidas.

(v—k)* =4p(x—h) (x —h)* = 4p(y — k)
Desarrollando la primera ecuacion:
(v —k)* =4p(x —h)
y: —2vk+ k*= 4px— 4ph
Agrupando e igualando a cero:
y* —4px — 2yvk + kP +4ph =0
Si sustituimos en la ecuacion anterior:
D= —4p E= —2k F= —k*+ 4ph
Se obtiene la ecuacién general de la Parabola:
y:4+Dx+Ey+F=0
Forma general de La pardbola con eje focal horizontal, paralelo al eje de las x
Desarrollando la segunda Ecuacion:
(x — h)* = 4p(Y — k)
x%—2xh+ h* = 4py — 4pk
Agrupamos e igualando a cero:
x*—4py-2xh+ h* +4px =0

Si sustituimos en la ecuacion anterior:
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D= —2h E= —4p F= h® +4pk

Se obtiene la ecuacion general de la parabola

x*+Dx+Ey+F=0
EJEMPLOS:

1.- Si el vértice es el punto (1, 3) y la directriz x = —1, encontrar la ecuacion de la parabola en
su forma reducida y en su forma general.

V(1,3) D x

Il
I
=

p=2
(v—3)" =4p(x — 1)
8y —3)" =8(x—1)
y? —6y+9=8x—8

yi—6y—8x+17=0

2.- Si el vértice es el punto (3, 0) y el foco (3, 3), encontrar la ecuacion de la parabola en su
forma reducida y en su forma general.

V(3,00 F(3,3)

Directriz =y = —3 p=3

(x—3)* =4p(y — 0)
(x—3)*= 12(y—0)
(x—3)* =12y
x*—6x +9 =12y
x*— 6x -12y+9=0
EJERC ICIOS:

Determinar la ecuacioén de la pardbola en su forma general a partir de los siguientes datos:

V(—4,3) v F(—1,3) v(0,2) y F(—1,2)
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F(—8,5) y V(—4,5)

F(9,4)y V(9,—2)

V(0,2) vy F(—1,2)

V(3,0) ¥y F(3,3)

F(4,10) v la ecuacién de la directriz

V(—8,9)v la ecuacién de la directriz
y=3

F(—7,3)v la ecuacién de la directriz
y=28

V(5,—13) v la ecuacion de la directriz
y=6

Lado recto = 16,abre hacia abajo v
V(-2,-3)

V(3,2)v las coordenadas de los
extremos del lado recto (—2,12) v
(—2,-8)

F(—5,2)yv sudirectrizes x =2

V(1,—3)y sudirectrizes y+5=10

(x—4)* = —8(v+1)

(v—3)"=12(x+4)

(x—7)* =16(y +8)

(y+5)° = —12(x—3)

EJEMPLOS:

1.- Determina la forma reducida de la pardbola, si su forma general es

v2+8x—4y-20 =0

y2+8x—4y-20 =0

v —4y = —8x + 20

Completando el cuadrado:

y: —4y + 4= —8x +20 + 4

Factorizando:
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(v — 2)(y — 2)= —8x +24
(v— 2)7 = — 8x+24
(v — 2)*= —8(x + 3)
2.- Determinar la forma reducida de la pardbola si su forma general es x%— 6x — 12v+9=10
x*—6x—12y+9=0
x*—6x=12y—9
Completande el cuadrado
xP—6x+9=12y—9 + 9
Factorizando:
(x—3)(x—3)=12y -0
(x—3)* =12y
EJERCICIOS:

Obtener la ecuacion de la parabola en su forma reducida u ordinaria a Partir de la ecuacién general:

y2+12x+4y — 44=10 x?+2x+4v—7=0
x*+4x +16y+52=10 2x*—12x+10y+13=0
x% —4y—8Bx—12=0 yv: —3x+2y+4=0

x* —6x—12y—-3=0 x*—16x+12y+40=0
y2 46y —4x+49=0 x> +4x—8y—20=0
y2+24x—24=0 x?—8x+ 16y +48=10
y:—16y+20x+124=0 y*—10y+4x+1=0
x*+2x+4v+1=0 vi+6y+8x+25=0
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x2—28y—28= 0 32+ 6y —4x+49=0

3y L6y —4x+15=0 4x* —12x— 16y +41=10

x*+8x—6y+28=0 y:—10y —12x+37=0

4. Ejercicios de reforzamiento
Circunferencia

1. Escribir la ecuacién de la circunferencia de centro (3, 4) y radio 2.

2. Determina la ecuacién ordinaria y general de la circunferencia con centro en C (-2,3) y radio 4.
Traza la gréfica.

3. Determina la ecuacion ordinaria y general de la circunferencia con centro en C (1,-7) y radio 5.
Traza la gréafica.

4. Determina la ecuacién en forma general de la circunferencia cuyos extremos del diametro son
los puntos: A(-2,6) y B(-4, 2). Traza la grafica.

5. Determina centro y radio de la circunferencia que tiene por ecuacion la expresion:
x> +y? +6x—-4y—-23=0

6. Determina centro y radio de la circunferencia que tiene por ecuacion la expresion:
X*+y®> +6x-2y+6=0

Parabola

I. Determina las ecuaciones de las parabolas con las siguientes caracteristicas. Traza su grafica.

a) Directriz x = -3, de foco (3, 0).

b) De foco (-2, 5), de vértice (-2, 2).

c) F(2,3), directriz.x=6

d) V (-1, 4), eje focal vertical, y la parabola pasa por el punto (2, 2)
e) V (4, 4), eje focal horizontal, y la parabola pasa por el punto (2, 2)

Il. Determinar, en forma ordinaria, las ecuaciones de las siguientes parabolas, indicando el valor del
parametro, las coordenadas del foco y del vértice, ademas de la ecuacion de la directriz. Traza su

grafica.
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2 _
0 15x° =42y

lll. Calcular las coordenadas del vértice, de los focos, las ecuaciones de las directrices y el lado recto,
de las pardbolas que tienen las siguientes ecuaciones. Traza su grafica.

a) y>—6y—8x+17=0
b) y=x>—6x+11
o) X’ —2Xx—6y—-5=0

IV. Resuelve los siguientes problemas:

a) PUENTE DE UN ARCO PARABOLICO. Se construye un puente con forma de arco
parabdlico. El puente tiene un claro de 120 pies y una altura de 25 pies (ver figura). Elige un sistema
coordenado rectangular adecuado y encuentra la altura del arco a las distancias de 10, 30 y 50 pies del

centro.

1
% pies

120 pies i-—__.

b) CALOR SOL le revolucién y se usara para
concentrar los rayos del 01 en su 10CO, creando asl una tuente ae caior. Si el espejo tiene 20 pies de
abertura y 6 pies de profundidad, ¢ Dénde se concentrara la fuente de calor?

[ 20 |
Rayos
del Sol

c) PUENTES COLGANTES. Los cables de un puente en forma parabdlica. Las Torres que
soportan los cables estan separados 600 pies entre si y tienen 80 pies de altura. Si los cables tocan la
superficie de rodamiento a la mitad de la distancia entre las torres. ¢ Cual sera la altura del cable en un
punto situado a 150 pies de una de las torres?

s o " 180 pies

b - e t‘ : ‘ 48
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d) Antena Parabdlica. Una antena parabdlica tiene la forma de un paraboloide de revolucion.
Las sefiales que emanan de un satélite llegan a la superficie de la antena y se reflejan hacia el punto
donde se encuentra el receptor. Si la antena tiene 10 pies de didmetro en su abertura y 4 pies de
profundidad en su centro, ¢en qué posicion debe colocarse el receptor?

Fuentes de informacién para el alumno

e Ruiz Basto, J. (2005). Matematicas Il Geometria Analitica. México: Patria. Kramer, A. D. (1993).

¢ Fundamentos de Matematicas. México: Mc Graw Hill. Kline, M. (2012). Matematicas para los
estudiantes de humanidades. México: Fondo de Cultura Econémica. De Oteyza, E. (1994).

o Geometria Analitica. México: Prentice-Hall Hispanoamericana.
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Corte 3. Lugar geométrico: elipse e hipérbola.

ELIPSE

Se define como el lugar geométrico de un punto P(X,y) que se mueve en un plano, de tal manera que la
suma de sus distancias a dos puntos fijos, situados en el mismo plano y llamados focos, es una
cantidad constante y mayor que la distancia entre los focos.

B(0.b)|

A(-a,0)

|B(0.b)

Una elipse es la curva cerrada con dos ejes de simetria que resulta al cortar la superficie de un cono por
un plano oblicuo al eje de simetria — con angulo mayor que el de la generatriz respecto del eje de
revolucion. Una elipse que gira alrededor de su eje menor genera un esferoide achatado, mientras que
una elipse que gira alrededor de su eje principal genera un esferoide alargado. La elipse es también la
imagen afin de una circunferencia.
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La elipse es la curva que se obtiene al
cortar un cono por un plano ligeramen

te iInclinado respecte a su eje.

En la gréfica de la elipse, obsérvese que se forma un triangulo rectangulo BFC; en ese triangulo la
hipotenusa es a y los catetos b y ¢. Usando el teorema de Pitdgoras tenemos.

a’=b%+c?

B

Siendo esta la que origina la ecuacion de la elipse, utilizamos la formula: a® =b? +c” para despejar y

conocer el valor de ¢® =a?+b? , entonces tenemos que C=-/a’*—b* .

Elementos de la elipse
La elipse esta formada por:

e Dos ejes perpendiculares entre si, uno siempre mas grande que el otro; el mas grande se le
denomina eje mayor y su longitud del eje mayor se representa con 2a.

e El otro eje mas pequefio se le denomina eje menor y su longitud del eje menor se representa
con 2b.
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e El punto de interseccién de sus ejes se denomina centro de la elipse C(X, Y)

e Los puntos extremos del eje mayor, son los vértices de la elipse V(X,¥) La elipse tiene dos

lados rectos LR que son dos rectas que unen dos puntos de la elipse casi al final de sus

. : 2b
extremos, la longitud de los lados rectos de la elipse los calculamos como LR =— y son
a

perpendiculares al eje mayor la cual pasan por dos puntos llamados focos.

e Los focos F(X,Y)se encuentran ubicados exactamente a la mitad de cada uno de los lados

rectos, y su distancia de los focos se representa con 2c.

o Eleje focal es la recta que pasa por los focos.

- c .
e La excentricidad se calcula € =— y siempre es menor que 1, pues c < a.
a

La elipse es una curva simétrica respecto a sus dos ejes y la posicion del eje mayor indica la posicién
de la elipse ya que esta puede estar situada en posicion horizontal, o vertical. Veamos las siguientes

figuras:

Vértice

Centro de la elipse

L

Vértice

>' Eje menor \
i c' "/

;'-" ] Eje Focal

Eje mayor Lado Recto

B’

Elipse Horizontal
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Eje Focal

Vértice

—V

Lado Recto

Centro de la elipse

Vértice

s
Elipse Vertical

Ecuacion general de la Elipse
Toda ecuacion de una elipse se puede escribir en la denominada forma general, la cual se representa

2 2
asi; AX“+ By +DX+Ey+F =0 en donde A Y B son diferentes de cero y tienen el mismo
signo.

Formas ordinarias de la ecuacion de la elipse con centro en el origen.
2 2

X y- 1
e Elipse en forma horizontal 2 + bT -

a
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Ejemplo 1. Dada la ecuacién de la elipse de forma ordinaria,

Hallar:

Centro (x, y)

Eje mayor W’ - 2a

Eje menor BB -2

V, V': vértices

F, F": Focos

Distancia entre foco y foco FF™ -2

LR: Longitud del lado recto

Coordenadas LR, L'R’

C
Excentricidad €=—
a

Forma Ordinaria
Forma General

Grafica

Anadlisis de la ecuacion

El centro de la elipse es (0, 0), porque es con centro en el origen.



El numero 36 como denominador es mayor que el 9, por lo que 36 es a% por ser este el eje mayor, y 9 es b? por ser

este el eje menor.

Por lo que:
a’=36porloquealsacarlaraiza=6
Entonces: Eje mayor=2a=12
Vértices (-6,0) y (6,0)

Utilizamos la formula: @ =b? +¢?

Despejamos c?=a’+b?

y tenemos que: c=-/a’-b?

Entonces al sustituir:

c=-/36-9 c

J27

Focos: (-5.19, 0) Y (5.19, 0)

Distancia entre foco y foco = 2c = 10.38

2
Lado recto: LR = & LR = @
a 6
. c 5.19
Excentricidad €= g e="""

Conversion de forma ordinaria a forma general

2 2
L+L:1
36 9

2 2

324 % 4V 1-(1) 324
36 9

324x°  324y°
36 9

2

b2 =9 porlo que al sacarlaraizb=3

Eje menor=2b =6

c=5.19
— LR =3
e =0.865
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Ox* +36y° =324
Ox* +36y° —324 =324 —324

9x? +36y? —324 =0

Gréfica

L(-5.19, 1.5) L’(5.19, 1.5)

F (-5.19,|0) C?o ) 9) . F ;(5.191) ,0)
| | I | |

R’(5.19,-1.5)

R(-5.19,-1.5)
B'(O, -3)
-y
0] a
X’ + y2 1
e Elipse en forma vertical T T T, =
P b?  a
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Ejercicio 2. Dada la ecuacion de la elipse de forma ordinaria

Hallar:

Centro (X, y)

Eje mayor W’ = 2a

Eje menor BB’ =2

V, V’: vértices

F, F: Focos

Distancia entre foco y foco FF = 2c
LR: Longitud del lado recto
Coordenadas LR, L'R’

C
Excentricidad € =—
a

Forma Ordinaria
Forma General

Gréfica
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Analisis de la ecuacidn

El centro de la elipse es (0, 0), porgue es con centro en el origen.

El numero 25 como denominador es mayor que el 9, por lo que 25 es a? por ser este el eje mayor, y 9
es b2 por ser este el eje menor.

Por lo que:
a? =25 por lo que al sacar laraiza=5 b2 =9 por lo que al sacar laraizb =3
Entonces: Eje mayor = 2a = 10 Eje menor=2b =6

Vértices (0,5) y (0,-5)
Utilizamos la formula: a? =b? +c?

Despejamos c’=a’+b?

y tenemos que: c=+/a’-b’

Entonces al sustituir:

c=-/25-9 c=-/16 c=4
Focos: (0,4) Y (0, -4)
Distancia entre foco y foco = 2c = 8

2b? 2(9) 18

Lado recto; LR = =" LR="2 LR="" LR=3.6
a 5 5
Excentricidad e = Z e= g e=0.8

Conversién de forma ordinaria a forma general

2 2
L+L:1
9 ' 25
2 2
2050 X Y 1-(1) 225
9 " 25
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2 2
225X N 225y _ o5
9 25

25x% +9y? = 225
25%° +9y® — 225 = 225 — 225

25X + 9y2 —-225=0 Ecuacion general

Gréfica

V(0,5)

- ---%R(1.8, 4)

ECUACION DE LA ELIPSE CON EL CENTRO FUERA DEL ORIGEN

(x ;Zh)z Ly gzk)z =1

e Elipse en forma horizontal
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Ejercicio 3. Dada la forma ordinaria de la elipse,

Hallar:

Centro (x, y)

Eje mayor VW' . 2a

Eje menor BB -2
V, V': vértices

F, F": Focos

Distancia entre foco y foco FF -2
LR: Longitud del lado recto

Coordenadas LR, L'R’

C
Excentricidad €=—
a

Forma General
Grafica
Andlisis de la ecuacion

El centro de la elipse es (4, -6), porque no tomamos en cuenta los signos negativos de la formula, es decir; el
cuatro es positivo porque el signo negativo después de la x es de la formula y por eso nos da cuatro. E igual el
signo (+) después de la y es negativo por la formula, de tal modo que al tener el signo (-) del seis y al ser
multiplicado por este signo (-) de la formula nos queda expresado como mas seis, o sea (y+6).
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El numero 25 como denominador es mayor que el 9, por lo que 25 es a? por ser este el eje mayor, y 9 es b? por ser
este el eje menor.

Por lo que:
a?=25, porloquealsacarlaraiza=5 b?=9, por lo que al sacar laraizb =3
Entonces: Eje mayor=2a=10 Eje menor=2b =6

Vértices (-1,-6) y (9,-6)
Utilizamos la férmula: a? =b? +¢?

Despejamos c’=a’+b?

y tenemos que: c=-/a’-b’

Entonces al sustituir:

c=1/25-9 c=-/16 c=4

Focos: (0,-6) Y (8, -6)

Distancia entre foco y foco = 2c =8

2
Lado recto: LR = & LR = @ LR = @ LR=3.6
a 5 5
Excentricidad €= ¢ e= i e=0.8
a 5

Conversidn de forma ordinaria a forma general

2 2
(x-4F _(y+6F _,
25 9
9(x—4) +25(y+6) _
225

1

9(x —4) +25(y +6)
225

225 =[1] 225
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9(x—4) +25(y+6)° =225

9(x? —8x+16 )+ 25(y? +12y +36 ) = 225
9% — 72X +144 + 25y +300y +900 = 225
Ox* — 72X+ 25y* +300y +1044 —225 =0
Ox* —72+25y* +300y +819 =0

9x* +25 y2 — 72X+ 300y + 819 = 0 ecuacién general

Grafica
y
X, | | | l ! | | l | | %
1 1 1 1 1 1 1 T 1 I 1
| B(4,-3)
\/'{ nL(8-42
V(-1,-64—3F(0,-6) Cl4,-6) F8,6) ly g
R(0,-7.8) I R’(8,-7.8)
2 2
(X B h) + (y - k) -1
e Elipse en forma vertical bz az o
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2 2
(X+5) +(y_3) -1
4 16

Ejemplo 4. Dada la ecuacion de la elipse en su forma ordinaria,

Hallar:

Centro (X, y)
Eje mayor \VAVAg= 2a

Eje menor BB = 2p

V, V’: vértices

F, F": Focos

Distancia entre foco y foco FF =2c

LR: Longitud del lado recto
Coordenadas LR, L'R’

. Cc
Excentricidad € =—
a

Forma General

Gréfica

Analisis de la ecuacidn



El centro de la elipse es (-5, 3), porque no tomamos en cuenta los signos negativos de la formula, es
decir; el tres es positivo porque el signo negativo después de la y es de la formula y por eso nos da tres.
E igual el signo (+) después de la x es negativo por la formula, de tal modo que al tener el signo (-) del
cinco y al ser multiplicado por este signo (-) de la formula nos queda expresado como mas cinco, o sea

(x+5).

El numero 16 como denominador es mayor que el 4, por lo que 16 es a? por ser este el eje mayor, y 4

es b? por ser este el eje menor.

Por lo que:

a? =16, por lo que al sacar laraiza=4
Entonces: Eje mayor =2a =8
Vértices (-5,7) y (-5,-1)

Utilizamos la férmula: a® =b?* +c?
Despejamos c’=a’+b?

y tenemos que: c=+/a’-b’

Entonces al sustituir:

c=-/16-4 c=-/12

Focos: (-5,6.46) Y (-5, -0.46)

Distancia entre foco y foco = 2¢c = 6.92

2
Lado recto: LR = & LR = @
a 4
Excentricidad €= ¢ e= ﬁ
a 4

b2 =4, por lo que al sacar laraizb =2

c=3.46
IR=2  LR=
4
e =0.865

Conversién de forma ordinaria a forma general

2 2
(x+5) +(y—3) 1
4 16

Eje menor=2b =4
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16(x +5)" +4(y -3)" _

64

64

1

16(x +5) +4(y —3)°

16(x +5)° + 4(y —3)* = 64

64

=[1] 64

16(x? +10x+ 25 )+ 4(y® —6y +9) =64

16X +160x + 400 + 4y* — 24y + 36 =64

16Xx* +160X +4y* —24y +436 —64 =0

16X +160x +4y* —24y +372 =0

16x* + 4y2 +160x — 24y +372 =0 Ecuacion general

Gréfica

L(-6,6.46)

B(-7,3)

V' (-5,-1)

-y
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CONVERSION DE FORMA GENERAL A FORMA ORDINARIA EN EL ORIGEN

A partir de la ecuacién general de una elipse podemos determinar la expresidn de su forma reducida a través del
método de completar trinomios cuadrados perfectos.

2 2
Ejemplo 5. Dada la ecuacién de la elipse en su forma general: 16Xx° + Yy -16=0

Obtener su forma ordinaria para poder encontrar todos sus elementos.
2 2
16x°+y“—-16=0

16Xx* +y*—16+16 =0+16

16x* + y* =16

2
6. y _16
16 16 16
2 2
XY
1 16

X2 y2

De su forma ordinaria, T + 16 =1 ahora encontramos:

Centro (x, y)

Eje mayor W =2a

Eje menor W =2b

V, V': vértices

F, F": Focos

Distancia entre foco y foco ﬁ =2c

LR: Longitud del lado recto

Coordenadas LR, L'R’

Cc
Excentricidad €=—
a

Grafica
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Anadlisis de la ecuacion

El centro de la elipse es (0, 0), porque la férmula es con centro en el origen.

El numero 16 como denominador es mayor que el 1, por lo que 16 es a? por ser este el eje mayor, y 1 es b? por ser
este el eje menor.

Por lo que:
a’=16porloque alsacarlaraiza=4 b?=1 porloquealsacarlaraizb=1
Entonces: Eje mayor=2a=8 Eje menor=2b=1

Vértices (0,4) y (0,-4)
Utilizamos la férmula: a? =b? +¢?

Despejamos c?=a’+b?

y tenemos que: c=-/a’-b?

Entonces al sustituir:

c=-/16-1 c=-/15 c=3.87

Focos: (0,3.87) Y (0, -3.87)

Distancia entre foco y foco =2c=7.74

2
Lado recto: LR = & LR = 2(1) LR = g LR =0.5
a 4
.87
Excentricidad €= ; e= 32 e=0.96
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Grafica

y T V(0,4)

R(0.25, 3.78)

L(-0.25, 3.78)

|

(0, -3.78)
L’(-0.25, -3.78) R’(0.25, -3.78)

- V’(O,-4)

-y—

CONVERSION DE FORMA GENERAL A FORMA ORDINARIA FUERA DEL ORIGEN

Ahora veamos la conversion de forma general de la elipse a forma ordinaria de la elipse para poder encontrar
todos sus elementos.

2 2
Ejemplo 6. Dada la ecuacién de la elipse en su forma general: 4X° +49y° —8Xx—294y+249 =0

Obtener su forma ordinaria:
AX? +49y* —8x—294y +249 =0
AX* —8X+7 49y? — 294y +7? =249

a’ +2ab+b? a’ +2ab+b?
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Si: a®=4x° Si: a® =49y’

Entonces: a=2x Entonces: a=7y
2(ab) =—8x 2ab=-294y
2(2x)b =-8x 2(7y)b =-294y
4xb=-8x 14yb=-294y
b=-2 b=-21
b2 =4 b? =441
Entonces:
AX* —8x+4 49y® — 294y + 441
(a+b) (a+b)
(2x-2)° (7y—-21)
[2(x-1)f [7(y-3)f
2°(x-1) 7*(y-3)
27 (x 1) 72(y—3)
4(x 1Y 49(y-3)"

196 196

Por lo tanto, obtenemos:

2 2
(X_l) + (y_3) —-196
49 4

(+1f (y-3F _,

=196

=196

=196

=196

=196

De su forma ordinaria, 49 4 ahora encontramos:

249 + 4+ 441



Centro (x, y)

Eje mayor VV, =2a

Eje menor W =2b

V, V': vértices

F, F': Focos

Distancia entre foco y foco ﬁ =2c

LR: Longitud del lado recto

Coordenadas LR, L'R’
. c
Excentricidad €=—
a
Grafica

Anadlisis de la ecuacion

El centro de la elipse es (1, 3), El numero 49 como denominador es mayor que el 4, por lo que 49 es a? por ser
este el eje mayor, y 4 es b? por ser este el eje menor.

Por lo que:
a?=49, porlo que al sacar laraiza=7 b? = 4, por lo que al sacar laraizb =2
Entonces: Eje mayor=2a=14 Eje menor=2b=4

Vértices (-6,3) y (8,3)
Utilizamos la férmula: a? =b? +¢?

Despejamos c’=a’+b?

y tenemos que: c=+/a’-b’

Entonces al sustituir:

c=-/49-4 c=-/45 c=6.7082

Focos: (-5.7082, 3) y (7.7082, 3)

Distancia entre foco y foco = 2c=13.41
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2b? 2(4) 8

ladorecto: LR=" LR="2 LR=—
a 7 7
. C 6.7082
Excentricidad €=— e=__ """
a 7
y

LR =1.14

e=0.95

L(-6,3.57)

Ejercicios

4
1.- Hallar su forma ordinaria y general de la elipse con vértices V(-6,-1 )y V'(4,-1)y € = g,

a) Centro (h, k)

b) Eje mayor W’ . 2a

c) Eje menor BB -2p

d) F, F": Focos

e) Distancia entre foco y foco FF~ -2

d) LR: Longitud del lado recto

e) Coordenadas LR, L'R’

f) Forma General
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g) Grafica

2.- Hallar su forma ordinaria y general de la elipse con vértices V(0,10 ) y V'(0, -10) y € = —,

10

a) Centro (h, k)

b) Eje mayor VW' 2a

c) Eje menor BB -2

d) F,F":Focos

e) Distancia entre foco y foco FF -

2c

f)

LR: Longitud del lado recto

g) Coordenadas LR, L'R’

h) forma general

i) grafica

3.-Dada la ecuacion de la elipse en su forma ordinaria

(x+3) N (y+2)

=1 Encontrar:

64

25

2 Centrok ) b) Eje mayor ATAVARED'N
c) Eje menor BB' =2b d) V, V' vértices
®) FFFocos f)  Distancia entre foco y foco FF' =
2c
g) LR:Longitud del lado recto h) Coordenadas LR, L'R’
C j)  Forma General
i)  Excentricidad e=—

k) Grafica

4.- Dada la ecuacidn de la elipse en su forma ordinaria

(c-af _(y+1)

=1 Encontrar:

25

81
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a) Centro(h, k)

b) Eje mayor VW' - 2a
c) Eje menor BB - 2b d) V, V' vértices
e) F, F:Focos f)  Distancia entre foco y foco FF~ -
2c
g) LR:Longitud del lado recto c
h) Excentricidad e=—
a

i) Forma General

j)

Grafica

5.- Hallar su forma ordinaria y general de la elipse con focos F(-5,1 )y F'(3,1)y LR = o

a) Centro (x,y)

b) Eje mayor W’ . 2a

c) Eje menor BB -2p

d) V, V': vértices

e) Distancia entre foco y foco FF~ - 2c

f) LR:

Longitud del lado recto

g) Coordenadas LR, L'R’

C
h) Excentricidad e=—
a

i) Grafica

2 2
6. Dada la ecuacién de la elipse en su forma general 4X” +9y“ —16X+18y—-11=0

2c

a) Forma Ordinaria b) Centro (h, k)

c) Eje mayor W’ . 2a d) Eje menor BB’ =2b

e) V,V':vértices f) F, F:Focos

g) Distancia entre foco y foco FF~ - h)  LR: Longitud del lado recto
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i)

Coordenadas LR, L'R’

j)

c
Excentricidad €=—
a

k)

Grafica

2 2
7. Dada la ecuacién de la elipse en su forma general X+ 25 Y — 25=0 , encuentra:

a) Forma Ordinaria b) Centro (h, k)
c) Eje mayor W' -2, d) Eje menor BB =2
e) V, V': vértices f) F, F': Focos
g) Distancia entre foco y foco FF~ - h) LR: Longitud del lado recto
2c
i) Coordenadas LR, L'R’ c
j) Excentricidad €= —
k) Grafica

2 2
8. Dada la ecuacién de la elipse en su forma general Ox° + 4y —-36 = O, encuentra:

a) Forma Ordinaria b) Centro (h, k)
c) Eje mayor W' -2, d) Eje menor BB =2b
e) V, V': vértices f) F, F": Focos
g) Distancia entre foco y foco FF - h) LR: Longitud del lado recto
2c
i) Coordenadas LR, L'R’ c
i) Excentricidad €=—
k) Grafica
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2 2
9. Dada la ecuacién de la elipse en su forma general X~ + 25y -25=0

a) Forma Ordinaria b) Centro (h, k)
c) Eje mayor W' -2, d) Eje menor BB =2b
e) V, V': vértices f) F, F': Focos

g) Distancia entre foco y foco FF - h) LR: Longitud del lado recto

2c

i) Coordenadas LR, L'R’ -
)i Excentricidad €= —
a

k) Grafica

2 2
10. Dada la ecuacién de la elipse en su forma general 16Xx° + 25y —400 =0 Eencontrar:

a) Forma Ordinaria b) Centro (h, k)
c) Eje mayor W' -2, d) Eje menor BB =2b
e) V, V': vértices f) F, F": Focos

g) Distancia entre foco y foco FF - h) LR: Longitud del lado recto

2c

i)  Coordenadas LR, L'R’ -
j) Excentricidad €= —
a

k) Grafica




11. Dados los elementos de la elipse con centro C (2,2), eje mayor 10 vertical y eje menor 2 horizontal.

a) V, V': vértices b) F, F': Focos

c) Distancia entre foco y foco FF~ - d) LR: Longitud del lado recto

¢ f) Forma Ordinaria
e)  Excentricidad €= —
a

g) Forma General h) Grafica

12. Dados los elementos de la elipse con centro C (3,-2), eje mayor 8 vertical y eje menor 3 horizontal.

a) V, V': vértices b) F, F": Focos

c) Distancia entre foco y foco FF~ - d) LR: Longitud del lado recto

2c

e)  Coordenadas LR, LR’ -
f) Excentricidad €= —
a

g) Forma Ordinaria h) Forma General

i) Grafica

13. Dados los elementos de la elipse con centro C (-2,1), b= 3y F (4,3).

a) V, V': vértices b) F’: Foco

c) Distancia entre foco y foco FF - d) LR: Longitud del lado recto

2cC

e) Coordenadas LR, L'R’ C
f) Excentricidad €=—
a

g) Forma Ordinaria h) Forma General




i) Grafica

3
14. Hallar su forma ordinaria y general de la elipse con focos F(-1,4 )y F'(-1,-2)y LR = 6

a) Centro (h, k)

b) Eje mayor W’ . 2a

c) Eje menor BB -2

d) V, V': vértices

e) Distancia entre foco y foco FF™ -2

f) LR: Longitud del lado recto

g) Coordenadas LR, L'R’

C
h) Excentricidad € = —

a

a) Grafica

La Hipérbola

Es el lugar geométrico que describe un punto del plano que se mueve de tal manera que el valor

absoluto de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos llamados focos, es siempre constante.

Grafica.

Elementos.
C: Centro.

Viy Vp: Vértices.

F1 y F2: Focos.

B:1 y Ba: Extremos del eje conjugado.
V. = 2a Eje transverso o real
FF =2c Eje focal.
BB, = 2b Eje conjugado o imaginario.
Condicién: c®= a®*+ b%*;c >bc>a

Excentricidad:

c
e=— (e =1)
a
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— 2B
AAd = LR = — Ladorecto.

myn: Asintotas.

Ejemplos:

1.- Determina la ecuacidn del lugar geométrico de los puntos del plano, cuya diferencia de sus distancias a los
puntos fijos (5,0) y (-5,0), es siempre igual a 8 unidades.

Solucion:

Se obtienen las distancias del punto P(x,y) a los puntos fijos (focos).
—_— - — —_— T —

PF, = J(x =5)*+ y* ¥ PF, = \J(x +5)*+ y*

Se aplica la definicién de hipérbola.

Vax-52+y2 —Jx+52+ y2=8

Se despeja un radical.

Se elevan ambos miembros de la igualdad al cuadrado.

Se cancela la raiz cuadrada con la potencia 2 del lado izquierdo y se desarrolla el binomio del lado derecho.

(x—5)2%+ y2= 64+16 /(x+57+ yZ + (x +5)2+ 2

—4/x+5)7+y? =5x+ 16

Se elevan ambos miembros de la ecuacién al cuadrado.

(—wm): = (5x +16)?

Se desarrollan los productos.

16(x% + % + 10x + 25) = 25x° + 160x + 256

Finalmente se simplifica y se obtiene la ecuacién de la hipérbola.

9x* —16y*—144 =0

La representacidn gréfica es la siguiente.

9x* — 16y* — 144 =0

78



w

/—\
n
[=]

=

e
o
[=]

=

~in

2.- Determina la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del plano que se mueven de tal manera que la

diferencia de sus distancias a los puntos fijos (-2,2) y (4,2), es igual a 4.
Solucion:
Se aplica un procedimiento similar al ejercicio anterior.

Se aplica la definicién y se obtiene:

PR =(x+2)?+ (y—2)? y PR = J(x— 4>+ (y —2)?

Jx+2)2+ (22— J(x -4+ (y—2)2 =4

Se despeja un radical y se elevan ambos miembros de la igualdad al cuadrado.

(Va+22+ - 2}3): =(4+VG-97+ - 2}3]:

(x+2)2+ (y—2)2=16+8J(x —4)2+ (y—2)2+(x —4)2+ (y —2)2

Se continda con el desarrollo.

22 44x+4=16+8J(x—4)2+ (y —2)2+x2—8x+ 16

12x —28 =8\/(x —4)2 + (y—2)2

Todo entre 4.

3x—7=2/(x —4)2+ (y—2)2

Se eleva todo al cuadrado y se desarrollan los binomios.

Gx-7%= (2J&-97+ 6 -2?)
O0x® —42x + 49 =4x% —32x + 64 + 4y? — 16v + 16

Finalmente se simplifica, se iguala a cero y se obtiene la ecuacion la hipérbola.
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S5x?—4y?—10x+ 16y —31 =0

Realiza los siguientes ejercicios.

1.- Determina la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano que se mueven de tal manera
que la diferencia de sus distancias a los puntos (-3,0) y (3,0), es siempre igual a 4.

2.- Determina la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del plano que se mueven de tal manera
que la diferencia de sus distancias a los puntos (-5,0) y (5,0), es siempre igual a 6.

3.- Determina la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del plano que se mueven de tal manera
que la diferencia de sus distancias a los puntos (0, -7) y (0,7), es siempre igual a 12.

4.- Determina la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano que se mueven de tal manera
que la diferencia de sus distancias a los puntos (0,4) y (0,-4), es siempre igual a 5.

5.- Obtén la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del plano que se mueven de tal manera que la
diferencia de sus distancias a los puntos (9,4) y (1,4), es siempre igual a 6.

6.- Obtén la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del plano que se mueven de tal manera que la
diferencia de sus distancias a los puntos (-3,7) y (-3,-3), es siempre igual a 8.

Ecuacion de la hipérbola con centro en el origen.

La hipérbola puede ser horizontal o vertical, si su centro se encuentra en el origen sus ecuaciones son las
siguientes.
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Hipérbola horizontal.

Ecuacion candnica.

x  y?
@ b !
Elementos:
Vértices: V(*a,0)
Focos: F(+c,0)

Extremos del eje

B(0, tb
conjugado: ( )

Ecuaciones de las asintotas.

b
lyiy =— lazy=— —
1y ax 2y ax

Hipérbola vertical.

Excentricidad:

Para _hipérbolas  horizontales y

verticales se siguen los siquientes Lado recto:
pardmetros:

Eje transverso:

Eje conjugado:

. je focal:
Dada la ecuacion, obtener los elementos de la hljggrgo?a.

y* X
2z bt
Condicion:

Ecuacion canodnica.

Vértices: V(0, +a)
Focos: F(0, +c)

Extremos del eje

B(xb,
conjugado: (xb, 0)

Ecuaciones de las asintotas.

ci=a?+bic=bc>a

E:c_‘: (e =1)

__  2p?

LR=——
i

2a

2b

2c

Determina los elementos y traza la gréfica de la hipérbola cuya ecuacion es:
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9x? — 4y —36=0

Se despeja el termino independiente y se divide toda la ecuacion entre el mismo para obtener la ecuacién

candnica.
9x? —4y? =36 dividirtodoentre3d ———=—

Se simplifica la ecuacion a su ecuacidn candnica.

x2 42

i % = 1se observa que la ecuacion representa una hipérbola horizontal de la forma:
y2  x2

- —===1

a= b*

De la ecuacion se obtienen los valores del semieje transverso a y el semieje conjugado b:
a*=4 -a=2 y b*=9 =b=3

Se aplica la condicién para encontrar le valor de la distancia del centro al foco (c).

c=+va?+b%=vVa+9= 13 % 3.606

Se sustituyen los valores de a, b y ¢ para encontrar los elementos de la hipérbola y se identifican en la grafica.

Ejercicios:

Determina los elementos de las siguientes hipérbolas:

Elementos:
Vértices: V(1 a,0) = V(+2,0)
Focos: F(tc,0)= F(x+/13,0)

Extremos del eje

B(0, +b) = B(O, +3)

conjugado:
Asintotas:
b
Lyywy=—x=-zx = 3x-2y=0
(3606, 0) | [ (2 0) a
9 b
lay=— g¥="3% = 3x+2y =10
2 Lado recto: LR = ::d= :Ef}d =2 =9
[c5)
] - Eje transverso: 2a=2(2)=4
| 4 I | Eje conjugado: 2b=2(3)=6

Eje focal: 2c = 24/13

—

+13

-

Excentricidad: e = %= (e =1)
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3-4x2— 532 —20=0

4- 16x%— 9y° — 144 =0

5- 4y —x2—-4=0

6.- X —y:+4=0

7- 5x2—6y2+30=0

8- 12x2—5y2 —60 =0

2
¥

X
1.- A partir de la ecuacion de la hipérbola — ek 1 hallar:

25

a) Coordenadas del vértice.

b) Coordenadas de los focos.

c) Ecuaciones de las asintotas.

d) La excentricidad.

e) Longitud del eje transverso.

f) Longitud del eje conjugado.

g) Longitud de cada uno de los lados rectos

h) Esboza su grafica

2.- A partir de la ecuacién de la hipérbola 16 x>

-9 y* =144 hallar:

a) Coordenadas del vértice.

b) Coordenadas de los focos.

c) Ecuaciones de las asintotas.

d) La excentricidad.

e) Longitud del eje transverso.

f) Longitud del eje conjugado.

g) Longitud de cada uno de los lados rectos

h) Esboza su grafica

3.- A partir de la ecuacién de la hipérbola 16 x*

— 25 ¥* = 400 hallar:

a) Coordenadas del vértice.

b) Coordenadas de los focos.

c) Ecuaciones de las asintotas.

d) La excentricidad.
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e) Longitud del eje transverso.

g) Longitud de cada uno de los lados rectos

f) Longitud del eje conjugado

h) Esboza su grafica
2 z
4.- A partir de la ecuacién de la hipérbola — i 1 hallar:
a) Coordenadas del vértice. b) Coordenadas de los focos.
c) Ecuaciones de las asintotas.

e) Longitud del eje transverso.

d) La excentricidad.

g) Longitud de cada uno de los lados

f) Longitud del eje conjugado

rectos h) Esboza su grafica

a) Coordenadas del vértice.

5.- A partir de la ecuacién de la hipérbola 9 y* — 16 x* = 144 hallar:

b) Coordenadas de los focos

c) Ecuaciones de las asintotas.

e) Longitud del eje transverso

d) La excentricidad.

g) Longitud de cada uno de los lados rectos

f) Longitud del eje conjugado

h) Esboza su grafica

a) Coordenadas del vértice.

c) Ecuaciones de las asintotas.

6.- A partir de la ecuacién de la hipérbola 9 25 ¥* — 7 x> = 175 hallar:

b) Coordenadas de los focos

d) La excentricidad.

e) Longitud del eje transverso.

f) Longitud del eje conjugado
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g) Longitud de cada uno de los lados rectos

h) Esboza su grafica

7.- A partir de la ecuacién de la hipérbola 36x* — 64 y* + 144x + 384y — 2736 = 0 hallar:

a) Coordenadas del vértice.

b) Coordenadas de los focos.

c) Ecuaciones de las asintotas.

d) La excentricidad.

e) Longitud del eje transverso.

f) Longitud del eje conjugado.

g) Longitud de cada uno de los lados rectos

h) Esboza su grafica

8.- A partir de la ecuacién de la hipérbola 9x* — 16 y* — 54y — 64x — 127 = 0 hallar:

a) Coordenadas del vértice.

b) Coordenadas de los focos.

c) Ecuaciones de las asintotas.

d) La excentricidad.

e) Longitud del eje transverso.

f) Longitud del eje conjugado.

g) Longitud de cada uno de los lados rectos

h) Esboza su grafica

9.- A partir de la ecuacidn de la hipérbola 5x% — 4 y* — 20x — 8y — 4 = 0 hallar:

a) Coordenadas del vértice.

b) Coordenadas de los focos.

c) Ecuaciones de las asintotas.

d) La excentricidad.

e) Longitud del eje transverso.

f) Longitud del eje conjugado.

g) Longitud de cada uno de los lados rectos

h) Esboza su grafica
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11.- A partir de la ecuacién de la hipérbola 16v* — 9 ¥* — 32y + 54x — 209 = 0 hallar:

a) Coordenadas del vértice.

b) Coordenadas de los focos.

c) Ecuaciones de las asintotas.

d) La excentricidad.

e) Longitud del eje transverso.

f) Longitud del eje conjugado.

g) Longitud de cada uno de los lados rectos

h) Esboza su grafica

12.- A partir de la ecuacién de la hipérbola 4y* — 9 x* + 8y — 54x — 113 = 0 hallar:

a) Coordenadas del vértice.

b) Coordenadas de los focos.

c) Ecuaciones de las asintotas.

d) La excentricidad.

e) Longitud del eje transverso.

f) Longitud del eje conjugado.

g) Longitud de cada uno de los lados rectos

h) Esboza su grafica

13.- A partir de la ecuacién de la hipérbola 55 —4y? — 10x + 24y — 51 = 0 hallar:

a) Coordenadas del vértice.

b) Coordenadas de los focos.

c) Ecuaciones de las asintotas.

d) La excentricidad.

e) Longitud del eje transverso.

f) Longitud del eje conjugado.

g) Longitud de cada uno de los lados rectos

h) Esboza su grafica

14.- Determine la ecuacién general de la hipérbola cuyos vértices son los puntos (-2, 3) y (6, 3) un foco se localiza

en el punto (7, 3)

15.- Determine la ecuaciéon general de la hipérbola cuyos focos son los putos (-2, 3) y (-2 ,-5) y su lado recto%




Cdnicas

Una conica es el lugar geométrico de un punto que se mueve, en tal forma que su distancia a un punto
fijo esta en proporcion constante con su distancia a una recta fija. El punto fijo es el foco, la recta fija es
la directriz y la constante de proporcionalidad es la excentricidad de la cénica.

Identificacion de una conica a partir de la ecuacion general

La forma general de la ecuacion de cualquier cénica es:
Ax? +Bxy +Cy* +Dx+Ey+F =0

Donde A, B, C, D, E, y F son constantes y A, By C no son cero simultaneamente; podemos identificar
este tipo de curvas representada por una ecuacion en la forma general considerando las variables de
segundo grado y sus coeficientes.

Hasta ahora, ninguna de las ecuaciones estudiadas contiene un término en xy; es decir, hemos tenido
siempre B = 0. Para estos casos, hemos visto que:

) : 2 2
a) La parabola contienea X o Y, pero no ambas

. . 2 2 . . . . .
b) La elipse contiene a X y a y pero sus coeficientes son diferentes y del mismo signo; el circulo
. 2 2 . . . . .
contienea X ya y , los cuales tiene coeficientes iguales y del mismo signo.

., . 2 2 . 2 2
c) La hipérbola contiene a los dos X vy y , pero los coeficientes de X vy y pueden o no ser

diferentes aunque si de signo contrario.

En seguida estableceremos un criterio para el caso en que “B” sea distinto de cero. Para ello
utilizaremos el discriminante siguiente;

B2 — 4AC conocido también como invariante.

Para identificar, utilizando el discriminante, a una conica, se utilizara la expresion: I=B2-4AC,y
los siguientes criterios:

a) SiB2-4AC =0, Es una parabola, dos rectas paralelas o una recta.
b) SiB2-4AC <0, Es una elipse o punto aislado. Puede ser una circunferenciasi A =C.

c) Si B2-4AC >0, Es una hipérbola o dos rectas que se cortan

Nota: Hay casos en los cuales una ecuacion de segundo grado puede descomponerse en dos factores
de primer grado y, por lo tanto, se dibujar& linealmente como un par de rectas. (ver ejercicio 4). Asi
pues, las conicas degeneradas, consisten de dos rectas que se intersecten de dos rectas paralelas, una
recta y un punto Unico.

Ejercicios resueltos
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19 16x* — 24Xy +9y* +20x —140y —300 =0

Solucidn: Utilizando el discriminante B2 — 4AC, Para identificar la curva
B=-24,A=16;C=9

Sustituyendo valores

| = B2-4AC

| = (—24) —4(16)9)

| =576 - 576

| = 0 .- La ecuacién representa una parabola

2.) 2x% +8xy+9y° +x—3y+8=0
Solucion:

B=§;A=2,C=9

Sustituyendo

| =82-4(2) (9)

I=64-72

| = —8 ..La ecuacién representa una elipse

3. 7x? —6-/3 xy+13y? —4./3 x—4y-12=0

Solucién

B=—6/3 . Az7 c=13

Sustituyendo:

= (£6.3) —4(7)13)

| =36 (3) — 28 (13)

| =108 — 364

| = — 256 - La ecuacion representa una elipse
Adicional:

2xy—x+y—-3=0

Solucion: A=0;B=2;C=0



| =22 -4 (0) (0)
| = 4 .. La curva representa una hipérbola
4.) y? —4xy+4x* -2x+y-12=0
Solucién: Sustituyendo coeficientes en el discriminante, tenemos:
B=-4,C=4
|=B2-4AC
2
1= (-4) —4(1)4)
|=16-16
| = O represent una parabola

Sin embargo, este resultado que elimina la posibilidad de que la curva sea una hipérbola o una elipse,
no garantiza que la curva sea una parabola. Para asegurarnos, tratamos la ecuacion como si fuera
cuadratica en “y” y aplicamos la féormula de la ecuacién cuadréatica. Entonces

Y2 —4xy+y+4x* -2x-12=0

La ecuacion cuadratica seria de la siguiente forma:
AX?+Bx+C o Ay’ +By+C

Donde:

y? —(ax—1)y +(4x* —2x-12)=0

Esto es:

A=1 ; B=(x-1); c= 4 -2x-12)

En todo caso todo queda en funcién de “y

Utilizando la formula general

y = —(-)N4x-1)+/(4x 1) — 4(1)fax? - 2x-12)

2(1)

(4x —1)+ /16X —8X +1—16X? +8X + 48
2

(4x—1)+./49
2

Ax—1%7
2
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_4x-1+7 4x+6

=2X+3
Y1 5

=2x—4

En consecuencia, la grafica de la ecuacion dada esta constituida por dos rectas paralelas (es decir
cuyas pendientes son iguales). Esto es:

Yizox + 3 0 y-2x-3=0
Yo=2ox-4 0o y-2x+4=0

Ejercicios

Identificar las conicas que tienen las siguientes ecuaciones:
a)2x>—xy+y*—x+3y—-2=0

b) 4x?+ 3xy —4y? —12x— 18y +4=0
C)X2—2xy+y?+4x—-y=0

d) 8x2 + 4xy + 5y? +2y — 14 =0

e)3x>—4xy +y?>—-5x+11=0

f) 3x2 + 4xy —6x+8=0

Ejercicios de reforzamiento

a. Centro en C (0,0), Foco en F (-1,0), Vértice en V (3,0)
b. Focos (i2,0), longitud del eje mayor 6
C. Centro en C (2,-2), vértice en (7,-2); Foco en (4, -2)
d. Centro en (1,2), Foco en (1,4), pasa por el punto (2,2)
II.  Determina los elementos y traza la gréafica correspondiente de la elipse que tiene por ecuacién
las siguientes expresiones:
M2 2
(=37, (4D’ _,
a. 4 9
b. (x+5)°+4(y—-4)° =16
C. X +3y°-12y+9=0
d. 9x”* +18x+4y” —8y—23=0

lll.  Resuelve los siguientes problemas:

En los siguientes ejercicios determina la ecuacion de la elipse, sus elementos y traza su gréfica
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a. PUENTE DE UN ARCO SEMIELIPTICO. Un arco con la forma de la parte superior de una elipse se usa
para soportar un puente que salva un rio de 20 metros de ancho. El centro del arco esta a 6 metros arriba del
centro del rio (ver figura). Escribe una ecuacion para la elipse en la que el eje x coincida con el nivel del agua y el
eje y pasa por el centro del arco

b. PISTA DE CARRERAS. Una pista de carreras tiene la forma de una elipse de 100 pies de largo y
50 pies de ancho, ¢qué ancho tiene a 10 pies de un extremo?

RN AR T iR LY o SRR =T e . Pt

c. GALERIAS. Una persona situada en un foco de una galeria murmurante esta a 6 pies de la pared
mas cercana. Su amigo esté en el otro foco, a 100 pies de distancia. ¢ Cual es la longitud de esta
galeria murmurante? ¢Qué altura tiene el techo eliptico en el centro?

Fuentes de informacidn electrdénicas:
e https://es.khanacademy.org/math/algebra2/conics precalc/conic_section intro/e/recognizing conic sec

tions
e https://www.youtube.com/watch?v=N8WhvRJbGCS8.
e https://www.youtube.com/watch?v=zMDjlUIArqgl
https://www.youtube.com/watch?v=6]P3VRiEa-o
e  http://www.intmath.com/plane-analytic-geometry/intro.php
e http://www.aulamatematicas.org/Conicas/Conicas.htm
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https://es.khanacademy.org/math/algebra2/conics_precalc/conic_section_intro/e/recognizing_conic_sections
https://es.khanacademy.org/math/algebra2/conics_precalc/conic_section_intro/e/recognizing_conic_sections
https://www.youtube.com/watch?v=N8WhvRJbGC8
https://www.youtube.com/watch?v=zMDjlUlArqI
https://www.youtube.com/watch?v=6jP3VRiEa-o
http://www.intmath.com/plane-analytic-geometry/intro.php
http://www.aulamatematicas.org/Conicas/Conicas.htm

